ALGORYTMY AUTOMATYCZNEGO TWORZENIA SIATKI
ELEMENTOW W PRAKTYCE - PULAPKI METODY.
CZESC 1

Stregzezenie. W pracy przedstawlono wyniki eksperymentow numeryeznych przy zastosowaniu adaptacy)-
nveh algorytmdw podzintu modelu na clementy skonezone, Przedstawions rezultaty obliczen prowadzy do paradoksal-
nych wynikow, sugerujac blyd metody. W konedwee artykutu paradoks znajduje proste wyjasnicnic, & formafna po-
prawnost metody zostaje potwierdzona,

WSTEP

Szerokie stosowanie metody elementow skonezonych w analizach wytrzymalosei konstrukejs
powoduje zainteresowanie dokladnpdeiy metody, doktadnodei konkretnego rozwigzania. Isinic)a,
na szczescie dzisiaj metody oceny tej dokladnodci dogodne do praktycznego zastosowania,
Zwlaszeza metoda oceny rozbieznodgel naprezen drednich od aproksymowanych wp przemiesz-
czen daje bardzo dobre rezultaty praktyczne, Jednak by powstrzymad zbytni entuzjazm wirdd in-
zynierdw stosujacyeh te metody w cadzienne] pracy przestudiyimy kilka przykladow obliczen ny
przyktadzie populamego karbu, kldry powszechnie uznaje sig za doskonale znany. Jak zobaczy-
my, berkrytyczne stosowanic metody zapeszczania siatki daje nie do konca oczekiwany rezultat,
prowadzac do nadmiernego zaggszezenia siatki w miejscach gdzie jest to niezupelnie potrzebne,
przy jednoczesnym  braku zwigkszenia dokladnodel. Zwigksza wige niepotrzebnie koszt nume-
ryczny obliczen, nie wplywajae zasadniczo na poprawg dokladnosei wynikow,

PRZEDSTAWIENIE, PROBLEMU

Jako przyklad weimy problem plaskiego stanu odksztaleen dany jak na rys. |, ktory moke
by¢ pewnym przyblizeniem problemu rozeiagania lacza dwu blach o rdznej grubosei.
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51, ¢ zhaeza czolowepo blach o rdéznej grubodei
Rys. 1. Modele zlgeza czolowepo blach o rdznej grubodei
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Warunki brzegowe geometryvezne narzucamy na krawedzi A, warunki silowe na krawedz B -
w postaci obeiaZenia ciaglego o intensywnosci P= 1 [N/mm]. Wymiary modelu przyjmujemy na-
stgpujgee: dlugose L = 200[mm], Wysokos¢ H=10 Jmm] oraz réénica wysokosci h = 5[mm). Za-
ktadamy wyvkenanie modelu ze stali o wlasnosciach fizycenveh

modul Young'a E=2.1 10° [MP4,
wspdtczynnik Poison'a n=0.28
METODA ROZWIAZANIA

Dla zobrazowania przedstawionego w tytule problemu wybieramy algorytm automatycznego
zageszczania siatki (ang. adaptive meshing) w celu uzyskania odpowiedniego poziomu estymo-
wanego bledu (ang. H-metod) wartosci naprezen. Algorytm estymacyi bledu zostal opisany preez
O.C Zienkiewicza 1 1.Z.7Zhu w pracy, Koncepeja metody jest prosta. Jak wiadomo z metody ele-
mentdw skonczonych aproksymowane przemieszczenia & wewnatrz elementu skonczonego opi-
sujemy za pomoca preemieszezen brzegowych (wezlowych) @ i funkep ksztatu N ;

u=Nu_ (1)
Roimica pomigdzy rozwigzaniem aproksymowanym a dokladnym jest poszukiwanym bledem e :

E=U—U {2}
Analogiczne blad dla naprezen definiujemy:

e, =0 -0 (3)

Musimy jednak pamigta¢ o zasadniczej rdsnicy w definicji aproksymowanych naprezen w

stosunku do definicji aproksymowanych odksatatcen. Te pierwsze sa wartodcig dyskretng, gdyz
reprezentujy Srednie naprerenia w elemencie, Od tego stwierdzenia niedaleka juz droga do pomy-
stu jak estymowad wartos¢ blgdu naprezen. Pomyst opiera sie na zastosowaniu aproksymacji na-
prezen wewnatrz elementu ta sama funkceja ksztatu co preemieszezenia. Tak aproksymowane na-
prezenia preyjmujemy jako estymacie rozwigzania dokladnego, a rénice pomiedzy wartoscia es-
tymowang naprzen s ' wartoscia srednig w elemencie ¢ preyjmujemy za poszukiwany blad -

e =0 —ad (4]

Opisywane zalednoéc obrazuje ponizszy rysunek:



Rys.2. Charakter aproksymacji i bledu w naprezeniach dla jednowymiarowego problemu # linio-
wymi funkcjami ksztattu

Na zakonczenie tego krétkiego opisu nalezy zaznaczy€, ze do wigkszych trudnoser metody
nalezy znalezienie odpowiedniej normy dla poprawnego okreslenia miary bledu, w tej chwili naj-
czedeiej stosuje sig norme energetyczng” badz typu L. W prezentowanym ponize) przykladzie
jako miare bledu przyjmujemy te pierwsza.

ROZWIAZANIE PRZYKEADU

Przyktadows analize rozpoczniemy od modelu, ktory jest pokryty jednorodng siatkg elemen-
tow liniowych typu TRIANG o trzech wezlach i dwu stopniach swobody w wezle. Element ten
stuzy do analizy zagadnien plaskiego stanu naprezen i odksztalcen. Model ten zilustrowany jest na
rysunku (rys.3):



Rys.3. Model pierwszy - podzial rdOwnomiemy

Skinda si¢ ze 120 plaskich, tréjkatnych elementéw rozpigtych na 103 wezlach i posiada 202
stopnie swobody. Przedledémy rozwigzanie w zakresie naprezen redukowanych wg Hipotezy H-
M-H, ktore przedstawia kolejny rysunek (rys4):
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Rys.4. Model pierwszy- naprezenia redukowane (MPa)

Siatka podziatu modelu na pierwszy rzut oka wydaje sig by gesta, jednak pobieine spraw-
dzenie przy zastosowaniu najprostszych wzordw pokaze nam, 2e naprezenia redukowane, w opi-
sywanym przypadku wynoszace okolo 3 [MPa], sa zdecydowanie zbyt niskie'. Podejrzenie to
potwierdzamy weryfikujac problem algorytmem estymujacym blad w elemencie (rys.5). Blad
wegledny osiaga w okolicach karbu blisko 100%
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Rys.5. Rozklad wartoci estymowanego bledu wzglednego w modelu pierwszym

Majqc okreslony rozklad bledu mozemy rozpoczaé algorytm metody Wymuszajacy gestszy
podziat g}a elementach, w ktérych estymowany blad wzgledny przekracza zalozony dopuszczalny
procent bledu. W wyniku uruchomienia opisywanej procedury otrzymujemy zageszczon podzial
modelu na elementy(rys.6). i :
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Rys.6. Model po pierwszym przebiegu procesu zageszczania siatki’

Poprawiony model sklada si¢ ze 278 plaskich, tréjkatnych elementéw rozpi

opraw : zpigtych na 206 we-
zlach i posiada 406 stopni swobody. W nowym modelu rozklad naprezen jest lepszy (rys.7), ale
czy wystarczajaco dobry?
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Rys.7. Rozklad naprezen redukowanych w modelu po pierwszym przebiegu procesu
zageszczenia siatki (MPa)



Nadal, mimo dwukrotnego zwigkszenia liczby elementéw, warto$¢ naprezen jest nizsza od
obliczonych szacunkowo. Dla oceny tej rozbieznoscei wygodnie jest postuzy¢ si¢ omawianym juz
algorytmem estymujacym blad w elemencie, Jak widzimy na kolejnym rysunku (rys.8) biad
wzgledny jest nadal wysoki. W rejonie karbu, w dalszym ciagu osigga 95%.
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Rys.8. Rozklad estymowanej wartoéci bledu wzglednego w modelu po pierwszym przebiegu
procesu zageszezenia siatki

Widzimy, #e niezbedna staje si¢ kolejna petla iteracyjna zageszczajaca podzial modelu na
elementy skonczone. Zwr6émy uwage na fakt, ze odpowiedzialnym za tak duze spigtrzenie na-
prezen jest karb, wystepujacy w miejscu przewezenia modelu, Wykonajmy kolejng petle iteracy)-
ng. Uzyskujemy podzial na elementy skorczone, ktory przedstawia kolejny rysunek (rys.9).

Rys.9. Model po drugim przebiegu procesu zageszczania siatki

Tym razem uzyskany przez nas podziat na elementy skoriczone jest doprawdy gesty. Prezen-
towana siatka elementéw zawiera w sobie 841 elementéw rozpigtych na 533 weztach. Model po-
siada 1056 stopnie swobody. Niewatpliwie cickawym bedzie poznanie rozkladu naprezen redu-
kowanych dla nowego modelu (rys.10).
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Rys.10. Rozklad naprezen redukowanych w modelu po drugim przebiegu procesu zageszczenia
siatki (MPa)

I rzecz chyba nie do korica spodziewana dla wigkszosci praktykéw metody elementéw skon-
czonych - napre¢zenia s nadal za niskie! Sprobujmy jednak spojrzeé¢ na mapke estymowanego
bledu (rys.11).
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Rys.11. Rozkiad estymowanej wartosci bledu wzglednego w modelu po drugim przebiegu
procesu zageszczenia siatki

Cho¢ nastapit ponad dwukrotny przyrost ilosci stopni swobody modelu, w rejonie karbu, nie
nastgpita zdecydowana poprawa doktadnosci. Cheac poprawi¢ dokladnod¢ nalezy zagescié po-
dziat. Jednak pojawiaja si¢ watpliwosci, dlaczego tak dobrze okre$lona procedura nie prowadzi
do poprawy wyniku. Przed odpowiedzig na to pytanie dokonajmy kolejnej petli iteracyjnej. W jej
wyniku uzyskujemy podzial na elementy skonczone przedstawiony na kolejnym rysunku (rys.12).
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Rys.12 . Model po trzecim przebiegu procesu zageszczania siatki

Tym razem model urdst nam doéé¢ znacznie, Sktada si¢ z 3014 elementdw rozpigtych na 1708
weztach i posiada 3398 stopnie swobody. Po tak okredlonym modelu spodziewamy si¢ wreszcie
dostatecznej doktadnodei... Nie pozostaje nam nic innego jak sprawdzi¢. Zobaczmy mape napre-
zen redukowanych, ktorg przedstawia rys. 13,
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Rys.13. Rozklad naprezen redukowanych w modelu po trzecim przebiegu procesu zageszezenia
siatki (MPa)

Tym razem napreZenia redukowane sg zblizone do obliczonych szacunkowo. Dla formalnodci
sprawdzmy rozkiad bledu, Charakterystyke ta zobaczymy na rvs.14.
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Rys.14. Rozklad estymowanej wartosci bledu wzglednego w modelu po trzecim przebiegu
procesu zageszczenia siatki

Teraz wyniki sg jeszcze bardriej interesujace. Pomimo znacrnego zwigkszenia gestosci po-
dziatu blad wzrist! To przeciez niemozliwe! Pytanie czy autor nie popetnil jakiejd pomytki? A
jednak mozliwe - blad wzgledny moze rosnaé! Tylko co teraz zrobic? Nalery zagedcié podzial,
czyli zastosowaé stara, sprawdzona (7) metode. Lecz czy doprowadzi to na pewno do zakoficzenia
procedury? Czas chyba pomyéle¢ o innej drodze osiagnigcia wymaganej dokladnosci. Zaintere-
sowanym rozwigzaniem problemu dokladnodcei innymi drogami proponuje si¢ drugg czesé niniej-
szego artykulu. Tutaj zajmijmy si¢ wyjasnieniem zagadki rosnacego bigdu.

WYJASNIENIE PARADOKSU

Na szezgécie mamy do czynienia z paradoksem pozomym, a wyjasnienie zagadkowego zja-
wiska nie nastrecza problemu. Aby wyjasni¢ zagadke spdjrzmy na ponizsze wykresy (rys.15).
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Rys.15. Zrodio paradoksu prey estymacii bledu funkcjami liniowymi

Jak widzimy odstgpstwo wartodci estymowane} od wartodci sredniej jest w preypadku za-
geszczone) siatks wigksze mi w przypadku siatki o wigkszych elementach. Zjawisko to oczywiscie
nika wraz ze zmnigjszaniem si¢ wielkosci elementdw, jednak jak pokazaly to preyklady, moze
doprowadzi¢ do kiopotliwej sytuagji. Co wigce), w warunkach praktycznych, uniemozliwia sto-
sowanie opisywane] metody, gdyz prowadzi do generowania ogromnych ilodci elementow. Gdy-
byimy kontynuowali nasz eksperyment w kolejnej petli otrzymamy model o 11429 elementach
rozpigtych na 6086 wezkach i posiadajgcy 12138 stopni swobody. Jednak ten potgimy model obar-
czony jest bledem wrglednym 125%! [ dopiero lokalne {w poblizu karbu), tréjkrotne jeszcze, za-

geszczenie siatkl sprowadza blad do 30 %.
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Rys.16. Rozklad estymowanej wartosci bledu weglednego w modelu po sibdmym przebiegu
procesu zageszczenia siatk

UWAGI KONCOWE

W przedstawionych powyzej przykladach, jak si¢ wydaje na pierwszy rzut oka, zdyskredyto-
waliémy metode adaptacyjnego podziztu modelu na elementy skonfczone. Nic bardzie) biednego.
Wykazalismy jedynie, e nalezy unika¢ elementdw liniowych w modelach, w kibrych wystepujg
karby czy inne potencjalne Zrodia duzych spietrzen naprezen. Zreszia stosowanie elementow li-
niowych (tzn. przemieszczenia sq aproksymowane funkcjami liniowymi) jest obarczone ryzy-
kiem, jak pokazaly preyvklady niemalym, gdyz choc zbiemnosc¢ ich jest teoretycanie zagwaranto-
wana, to jednak sg one wolno zbieine, Metoda pomiaru bledu wzgledem wartodei estymowane;
pola naprezen pozwolila przeciez na wychwycenie ewidentngj slabodci elementéw liniowych i
doprowadzila do najwainiejszego celu - poprawy dokfadnodci obliczen. Niestety, odbylo sig to
kosziem ogromnego werostu kosziu obliczen. Jednak stosujac nowe techniki numerycene musimy
zawsze sobie zdawaé sprawe, 2e ich bezkrytycene stosowanie mode prowadzié nie zawsze tam

gdzie, bysmy cheieli.
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