Dr inz. Piotr Wycklok

Plyta podparta spr ezyscie w n- punktach

Streszczenie

Opracowanie zajmujeeinalezieniem potaenia rownowagi dla nieskozenie sztywnej ptyty obgionej sitami
skupionymi, podpartej w n- punktach liniowo &pyricie. Oprécz tego zawiera dyskeisizyskanych wynikow
dla przypadku gdy ptyta podparta jest jednopunktadedo podsumowanie przedstawiono przykfad
zastosowania uzyskanych wynikéw do obliczenia peéa réwnowagi dla podpartego na 12 kotastawia
gasienicowego jak rowniedla tego samego pojazdu z dodatkowym podparcigostaci krawdzi lemiesza.

Zalozenia

Dla dalszych rozwean zacznijmy od okrdenia wstpnych zatéen. Niech nieskaczenie
sztywna ptyta podparta jest w n- punktach liniowpkzynami. Dalej niech punkty
podparcia la na ptaszczinie XY (patrz rys. 1). Uktad wspokdnych nieruchomy duizie
wtedy zwhzany z podteem, ruchomy zwizany za z nieska@czenie sztyws piyta.
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Rys. 1

Niech sztywné¢ kazdego punktu jest dowolna, a bez alenia ptaszczyzny pokrywapie.
Piyta dla skupienia uwagi olagobna jest jeda sita skupion. Zaktada si, ze obroty (kty
pochylenia) ptyty s niewielkie, tak aby:

sina Ltga La
Przyjmujemy te, ze ptyta mae przemieszczasig tylko w pionie.

Oznaczenia
Wprowadmy nas¢pujace oznaczenia, niech
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to macierz rozmieszczenia punktéw mocowaniazspr—x wspotrzdnax punktu
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macierz rozmieszczenia punktow mocowanigspr —y; wspotrzdnay punktu mocowania
i- tej spezyny. Z kolei

Zn nx1
(3,
to macierz deformacji sgryn na ptycie -z przemieszczenie z punktu mocowania i- tej
Sprzyny.
Dalej niech

nJ nx1

[4],
to macierz sit sprzystoici — F; to sita z jal§ i-ta spezyna dziata na phygt
Przyjmijmy dalej,ze
Q - to sita skupiona , ktdobchzamy plye, wtedy
X
{x}=1v.
1 X1
[5],

wyraza¢ bedzie wspotrzdne przytaenia obcizenia Q w przyjtym uktadzie wspotadnych.
Zdefiniujmy jeszcze macierz sztywdud uktadu



k 0
K]=| ° K,

0
0

R

0 0 0 k|

(6l ,
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Analiza problemu sztywnej ptyty- wariant ogolny

Zgodnie z zaleeniem plyta podparta jest gpynami liniowymi, w ktérych sita
oddziatywanie sgrzyny jest proporcjonalna do jej ugia. Std mazemy, wykorzystujc
nasze oznaczenja, [ 4] oraz| 6], zapisé:

{F}=[x{7.
(8

W uktadzie jak na rys. 1, ptyta aby pozostawatk@®wnowadze sity oddziatywage musz
czyni zada¢ réwnaniom rownowagi. % zachodzi rowng:

[xF}=ax},

[9]
gdzie moment sit obliczamy wzglem pocatku uktadu wspotrgdnych.
Podstawiajc [ 8] do [ 9] otrzymujemy:
[XIkKz =Qfx}.
[ 10]

Do tej pory nie wykorzystalmy najwaniejszego zatzenia tej pracy o nieskozonej
sztywndgci ptyty. Zatazenie to sprowadzacsdo zdefiniowania poteenia punktow
mocowania spzyn do ptyty jako leéacych na ptaszczpie. Jeeli okreslimy punkty te jako
nalezne do ptaszczyzny o réwnaniu:

Ax+By+C =12z,
[11]
to definiupc macierz wspotczynnikow réwnania ptaszczyzny:



A
{A=1B} .
c

[12]
maozemy uzyska nasgpujace rownanie:
{Z=[x["{A.
[ 13]
Podstawiajc [ 13] do [ 10] uzyskujemy:
[XIK]X]{A=Qfx}-
[ 14]
ozhaczajc:
[D] = [X]KIXT
[19]
uzyskujemy rozwjzanie ogolne problemu w postaci:
_ -1
{A}=[D]"0fx}.
[ 16]

Na koniec jeszcze dwa stowa o problemie sit zgrenych. Postawienie problemu z jadn
sita skupiora nie jest uproszczeniem problemu, gaawsze da siprzedstawd macierz
uogélnionych sit zewgtrznych jako sumwystpujacych sit i w tym stanie rzeczy sprowaélzi
problem do przedstawionego #gy.

Analiza problemu sztywnej ptyty- wariant z podparci em
jednopunktowym

Sytuacja, kit teraz rozwaymy jest przypadkiem w ktorym jeden z punktow szigypiyty
jest utwierdzony w podiau. Odpowiada to sytuacji gdy jedna zegggn ma nieskaczona
sztywna¢. Spréobujmy jednak pod&j do problemu od strony geometrycznej. Faktjeden z
punktéw ptyty ley na ptaszczinie utwierdzenia, sprowadza slo sytuacji gdy znamy
potozenie jednego punktu ptaszczyzny reprezegtjjpochylona phg w stanie rownowadgi.
Przyjmupc, uktad wspétrzdnych tak aby jego pogiek wypadat w tym punkcie miemy
uprasci¢ rownanie [ 11] do postaci:

Ax+By =z.

[ 17]
Wtedy odpowiednio rdwnanies] przyjmie posta:



[ 18]
zas rownanig] 7).
[x]= {{X}T} _ {{)& Xorees Xn}} .
W Uy Yo Yod o,
[ 19]
Oczywiicie zgodnie z [ 17] definicja [ 12kbzie teraz wygldata:
, A
()=15f
[ 20]
Dla tak zdefiniowanych macierzy ostateczne razamie jest tosame z uzyskanym
wczesniej. Pamgtajac o [ 17], [ 18], [ 19], [ 20] uzyskujemy:
[D]=[xTKIXxT
[21]
za& rozwigzanie szczegolne problemu w postaci:
{A}=[D]"Qfx}.
[22]

W wariancie tym pozostaje niewykorzystane do teygedno réwnanie rownowagi. Me
postwy¢é ono do wyznaczenia sity w punkcie podparcia:

[ 23]

Przyktady

Uzyskane wczaiej rozwhzania mog znale¢ szerokie zastosowania w wielu
problemach technicznych. Najbardziej jednak praktymn zastosowaniem jest okienie
ugiccia zawieszenia pojazdu pod wptywem dodatkowychgawiapcych s¢ w trakcie
pracy. Przyjmijmyze interesuje nas wptyw olgienia zawieszonego na zbloczu
gasienicowego #wigu (rys. 2).
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Rys. 2

Jako stan réwnowagi przyjmijmy stan réwnowaghgsicty przez pojazd pod wptywem
ci¢zaru wlasnego. Dalej okfkeny witasndgci geometryczne uktadu zdefiniowane macigig]
(patrz [ 1], [ 2], [ 7]; wymiary podano w milimeth)):

692.5 | 692.5 | 692.5 ! 692.5 | 692.5 ! 692.5 ! 3502.5: 3502.5 ! 3502.5 ! 3502.5 ! 3502.5 ! 3502.5

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Nastpnie zdefiniujmy wiasnei fizyczne uktadu poprzez podanie wadiomacierzy

Sztywndaci:
27 0 0 0 0O O OO O 0 0 o
0O 27 0 O OO O O O O 0 O
0O 027 0O 0O OO O O O 0 O
0O 0 0270 0O OO O O 0O
0O 0 0 0270 O OO O 0O

[K] _ O 0 0 0O 0270 0O 0O 0 0O
0O 0 0 0O 0O 0270 0 0 0O
0O 0 0O O OO0 0 27 0 0 0 O
0O 0 0 O OO0 0O 0 270 0O
0O 0 0O 0O O 00O 00 270 O
0O 0 0O O O 00O OO0 0270

)10 0 0 0 0 0 0 00 0 0 27




Dla podanych danych, oldleny stan rownowagi pojazdu dla kilku charakterygtygch
potozen obchzenia. W tabeli poriej zebrano wszystkie testowane wéctonacierzy
potozenia obcizenia:

We wszystkich wariantach wykorzystamy to samo giaie Q = 20000 [KG].

Dla przedstawionych danych macierz [D] przyjmujetesi:

[D]

2065024125

2413458315

679590

2413458315

4647263058

1138482

679590

1138482

324

wariant| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xc | -1000 | -1500 | -2000 | -2500 | -3000 | -5300 | 512 | 512 | 512 | 512 | 512
{xc} Ve | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 [ -94 | -594 |-1094 | -15094 | -4400
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tabelal

Uwzgledniajac te wartdci, jak rownie: warianty potaenia obcizenia (tabela 1) uzyskujemy
nastpujace rezultaty zamieszczone w pzsre]j tabeli (dla przgtych oznaczé minus
oznacza rozgganie plusciskanie spgzyny):

Poto zenie ci ezaru

Przypadki 1 2 3 4 5 6 I 8 9 10 11
Xe -1000 |-1500 |-2000 [-2500 |-3000 | -5300 | 512 | 512 | 512 | 512 | 512
Ve 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | -94 | -594 |-1094 |-1594 | -4400
e s | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 5800 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 5800

Numer kota Warto $¢ sit reakcji zawieszenia [kG]
1/prawe | 8794 | 9352 | 9911 |10469[11027] 13596 |10287|11157[12027|12896| 17779
2lprawe | 7372 | 7944 | 8517 | 9090 | 9663 | 12297 | 7761 | 8273 | 8785 | 9296 | 12168
3lprawe [ 6019 | 6606 | 7192 | 7778 | 8365 | 11062 | 5360 | 5530 | 5701 | 5872 | 6832
4lprawe | 4667 | 5267 | 5867 | 6467 | 7067 | 9826 | 2958 | 2788 | 2618 | 2448 | 1496
5lprawe [ 3272 | 3886 | 4499 | 5113 [ 5727 | 8551 | 480 | -42 | -563 |-1085 | -4011
6 prawe | 1923 | 2550 | 3178 | 3805 | 4433 | 7319 [-1916|-2777 |-3639 |-4500 | -9334
7 lewe | 1445 | 817 | 189 | -438 |-1066 | -3954 | 5310 | 6180 | 7050 | 7920 | 12802
8 lewe | 23 | -591 |-1204 |-1818 |-2431 | -5253 | 2785 | 3297 | 3808 | 4320 | 7191
9 lewe [-1329 |-1929 |-2529 [-3129 |-3729| -6489 | 383 | 554 | 725 | 896 | 1855
10 lewe |-2682 |-3268 | -3854 |-4441 |-5027 | -7724 |-2018 |-2188[-2358 | -2528 | -3481
11 lewe |-4077 |-4649 | -5222 |-5794 | -6366 | -8999 |-4497 |-5018 [-5539 |-6061 | -8987
12 lewe |-5426 |-5985 | -6544 |-7102 |-7661 |-10232|-6892 | -7754 | -8615 | -9476 |-14310
Suma sit reake 20000{20000{20000{20000{20000| 20000 |20000{20000 2000020000 | 20000
Tabela 2

Rozwamy jeszcze wariant kiedy pojazd podeprzevsitrakcie pracyurawiem na lemieszu.
W tedy dla obcizenia jak w tabela 1 niemy przyaé¢ ze punkt nargny lemiesza jest



punktem podparcia ptaszczyzny ptyty sztywnej o pzelt Dla tego wariantu zastosowanie
maja wzory [ 18] do [ 23]. Przy niezmienionych dahyw poprzednim przyktadzie uktad
wspoétrzdnych przygty byt dla uproszczenia w nane lemiesza). Wyniki réwniemozna
przedstawd w tabeli:

Poto zenie ci ezaru

Przypadki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Xe -1000 |-1500 | -2000 |-2500 [-3000 | -5300 | 512 | 512 | 512 | 512 | 512

Ve 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | -94 | -594 |-1094 |-1594 | -4400

e e | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 5800 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 5800
Numer kota Warto $¢ sit reakcji zawieszenia [kG]

1jprawe| 251 | 259 | 266 | 274 | 281 | 316 -16 | -100 | -184 | -268 | -738
2/prawe| 903 | 1059 | 1214 | 1370 | 1526 | 2241 | -40 | -250 | -461 | -671 | -1853
3/ prawe | 1524 | 1820 | 2116 | 2413 | 2709 | 4073 | -62 | -393 | -724 |-1055| -2913
dprawe | 2144 | 2581 | 3018 | 3456 | 3893 | 5904 | -85 | -536 | -988 |-1439 | -3973
5
6

prawe | 2784 | 3367 | 3949 | 4532 | 5114 | 7793 | -108 | -684 |-1260 |-1836 | -5067
prawe | 3403 | 4126 | 4849 | 5572 | 6295 | 9620 | -131 | -827 |-1523 |-2219 | -6125

7 lewe |-2898 |-3806 | -4714 |-5622 |-6530 |-10706| 72 | 457 | 842 | 1227 | 3388
8 lewe | -2246 | -3006 | -3766 | -4526 |-5285 | -8781 | 49 | 307 | 565 | 823 | 2273
o lewe |-1626 |-2245 | -2864 |-3483 |-4102 | -6949 | 26 | 164 | 302 | 439 | 1213
10 lewe |-1005 |-1484 |-1962 |-2440 |-2918 | -5118 | 3 | 21 | 38 | 55 | 153
11 lewe | -365 | -698 |-1031 |-1364 |-1697 | -3229 | -20 | -127 | -234 | -341 | -941
12 lewe | 254 | 61 | -131 | -324 | -516 | -1402 | -43 | -270 | -497 | -724 | -1999
Suma sit reakej 3122 | 2034 | 946 | -143 |-1231 | -6238 | -354 |-2239 |-4123 |-6008 |-16584
Sha podparcia 16878|17966 19054 |20143|21231 | 26238 |20354 |22239 (24123 |26008 | 36584
Tabela 3

Jezeli uwzgkdnimy, ze w stanie réwnowagi (dla olagenia tylko cézarem wiasnym) naciski
pojazdu przyjmuj wartcsci okreslone w poniszej tabeli, to maoemy okreli¢ faktyczne sity
W zawieszeniu pojazdu.

Naciski na kota- wg badan WZT4 bez gasienic

lewa prawa

1704 3105

3826 4096

3315 3743

4009 4195

4501 4233

3476 4045
20831 23417

Przy uwzgédnieniu powyszych danych wartd sit w zawieszeniu pojazdu w stanie
réwnowagi ksztattowasic bedzie nastpujaco:



Przypadki

Poto zenie ci ezaru
xc=  bok [-1000 |-1500 | -2000 | -2500 | -3000 [ -5300 | 0 0 0 0 0
yc=  przod | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | -94 | -594 | -1094 | -1594 | -4400
oo vaioqia | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 5800 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 5800
Numer kofa WARIANT BEZ PODPARCIA NA LEMIESZU
1 | prawe [10498]11056]11615]12 173[12 731[15300[11 99112 86113 731[14 600[19 483
2 | prawe [11198[11770|12343]12916[13489|16 12311587 |12 09912 611 |13 122|15 994
3 | prawe | 9334|9921 1050711 093]11 680|14 377| 8675 | 8845 | 9016 | 9 187 |10 147
4 | prawe | 8676 | 9276 | 9876 |10476]11 07613835 6 967 | 6 797 | 6 627 | 6457 | 5505
5 | prawe | 7773 8387 | 9000 | 9614 [10228]13052| 4981 | 4459 | 3938 | 3416 | 490
6 | prawe | 5399 | 6026 | 6654 | 7281 | 7909 [10795| 1560 | 699 | -163 |-1024 |-5858
1 | lewe | 455039223294 2667 | 2039 | -849 | 8415 | 9285 |10 155|11 025|15 907
2 | lewe 41193505 |2892 | 2278 | 1665 |-1157 | 6881 | 7393 | 7904 | 8416 |11 287
3 | lewe 24141814 1214 | 614 | 14 |-2746]|4126 | 4297 | 4468 | 4639 | 5598
4 | lewe [1513| 927 | 341 | 246 | -832 |-3529| 2177 | 2007 | 1837 | 1667 | 714
5 | lewe | 156 | -416 | -989 |-1561|-2133 |-4 766 | -264 | -785 |-1306 |-1828 -4 754
6 | lewe [-1381]-1940|-2499]-3057|-3616]-6 187 |-2847-3709 |-4 570543110 265
Suma sit na kolach | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248 | 64248
A takze dla wariantu z podparciem na lemieszu:
Przypadki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Poto zenie ci ezaru
xc=  bok [-1000 [ -1500 | -2000 | -2500 | -3000 | -5300 | 0 0 0 0 0
yc=  przéd| 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | 1406 | -94 | -594 |-1094 | -1594 | -4400
oo aioqnka | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 5800 | 1500 | 2000 | 2500 | 3000 | 5800
Numer kota WARIANT Z PODPARCIEM NA NAROZU PRAWYM LEMIESZA
1 lprawe] 19551963 [1970 [ 1978 [ 1985 [ 2020 | 1688 [ 1604 | 1520 | 1436 | 966
2 |prawe[ 4729 [4885 5040 | 5196 | 5352 | 6067 | 3786 | 3576 | 3365 | 3155 | 1973
3 |prawe[ 4839 | 5135 | 5431 | 5728 | 6024 | 7388 | 3253 | 2922 | 2591 | 2 260 | 402
4 lprawe| 6153 | 6590 | 7027 | 7465 | 7902 | 9913 | 3924 | 3473 [3021 | 2570 | 36
5 |prawe| 7285 | 7868 | 8450 | 9033 | 9615 |12 294 4393 | 3817 | 3241 | 2 665 | -566
6 |prawe[ 6879 | 7602 | 8325 | 9048 | 9771 |13 096| 3345 | 2649 | 1953 | 1257 |-2 649
1 |lewe| 207 | -701 |-1609|-2517|-3425|-7601| 3177 | 3562 | 3947 | 4332 | 6 493
2 |lewe|1850 1090 | 330 | -430 |-1189-4 685 4 145 | 4403 | 4 661 | 4 919 | 6 369
3 |lewe|2117 [1498| 879 | 260 | -359 |-3206| 3769 | 3907 | 4045 | 4182 | 4 956
4 |lewe|3190 2711|2233 [ 1755|1277 | -923 | 4198 | 4216 | 4233 | 4250 | 4 348
5 |lewe|3868 3535|3202 | 2869 | 2536 | 1004 | 4213 | 4106 | 3999 | 3892 | 3292
6 |lewe|4299 (4106|3914 | 3721 | 3520 | 2643 [4002 [ 3775 | 3548 [ 3321 [ 2046
Suma silna kolach | 47370 | 46282 | 45194 [ 44105 | 43017 | 38010 | 43894 | 42009 | 40125 | 38240 [ 27664
Sita w podparciu | 16878 | 17966 | 19054 | 20143 | 21231 | 26238 | 20354 | 22239 | 24123 [ 26008 | 36584

Uwagi ko Acowe

Przedstawiona w opracowaniu metoda obliczaniazeola ptyty sztywnej podpartej w n
punktach liniowo-spizyscie maze znale¢ szerokie zastosowanie w wielu zagadnieniach

praktycznych. Jak wykazaly przedstawione przykhashglismy, dziki zwicztej

matematycznej formie wyprowadzonych rovirszybko okréli¢ stan rownowagi uktadu.

Zarazem przykiady wykazatye zastosowanie rownania znajatzede wszystkim w




obliczaniu stanu obgtenia zawieszepojazdéw. Pozwalag na szybk weryfikacg
dowolnego stanu ohgienia.



